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ОБ ОТДЕЛИМОСТИ КЛАССА ГОМОГЕННЫХ СОВЕРШЕННЫХ
ДВОИЧНЫХ КОДОВ ОТ ТРАНЗИТИВНЫХ
∗
Аннотация
На примере класса совершенных двоичных кодов доказано существование двоичных
гомогенных нетранзитивных кодов. Тем самым, с учетом ранее полученных результа-
тов, установлена иерархическая картина меры линейности двоичных кодов, а именно
имеет место строгое содержание класса двоичных линейных кодов в классе двоичных
пропелинейных кодов, включающихся строго в класс двоичных транзитивных кодов,
которые, в свою очередь, строго содержатся в классе двоичных гомогенных кодов. В
работе выводится критерий транзитивности совершенных двоичных кодов ранга на еди-
ницу больше чем ранг кода Хэмминга той же длины.
1 Введение
Наиболее близкими по целому ряду свойств к линейным кодам (особенно по строению групп
автоморфизмов) являются пропелинейные коды и транзитивные, все определения см. ни-
же. Вопрос о существовании транзитивных кодов, не являющихся пропелинейными, был
впервые поставлен в 2006 г. Пухолем, Рифой, Ф.И.Соловьевой. Позднее, когда была по-
лучена классификация совершенных двоичных кодов длины 15 (см. [1]) и перечислены все
транзитивные и гомогенные совершенные коды длины 15, естественно возник вопрос о суще-
ствовании бесконечной серии двоичных гомогенных кодов, не являющихся транзитивными.
На оба вопроса получены положительные ответы. На первый вопрос ответ получен в рабо-
те [2], где доказано, что известный двоичный код Беста длины 10 с кодовым расстоянием
4, будучи транзитивным, не является пропелинейным. Существование бесконечной серии
транзитивных непропелинейных совершенных кодов доказано в работе [3]:
Теорема 1. Для любого n ≥ 15 существуют совершенные двоичные транзитивные коды
длины n, не являющиеся пропелинейными.
Следует отметить, что в [3] было доказано, что только один из 201 неэквивалентного
транзитивного совершенного кода длины 15 является непропелинейным. Ответ на вопрос о
существовании двоичных гомогенных нетранзитивных кодов приводится в настоящей ста-
тье на примере совершенных кодов. Тем самым структура вложения классов упомянутых
выше кодов, близких к линейным, имеет вид
L ⊂ Prl ⊂ Tr ⊂ Hom,
где L – класс линейных двоичных кодов, Prl – класс пропелинейных двоичных кодов, Tr
– класс транзитивных двоичных кодов; Hom – класс гомогенных двоичных кодов.
∗Статья сдана в печать в журнал "Проблемы передачи информации". Работа выполнена при финансовой
поддержке гранта Российский Научный Фонд 14-11-00555.
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Приведем основные определения. Через Fn обозначим n-мерное метрическое простран-
ство всех двоичных векторов длины n с метрикой Хэмминга. Произвольное подмножество
векторов C из Fn называется двоичным кодом длины n. Код C называется совершенным
двоичным кодом длины n, исправляющим одну ошибку, если для любого вектора x ∈ Fn
найдется единственный вектор y из C на расстоянии один от x. Без ограничения общности
будем рассматривать только приведенные коды, т.е. коды, содержащие нулевое слово 0n дли-
ны n (далее для краткости будем опускать термины двоичный и приведенный). Известно,
что совершенные двоичные коды с расстоянием 3 существуют тогда и только тогда, когда
n = 2k − 1, k > 1. Широко известно, что для группы автоморфизмов Aut(Fn) пространства
Fn справедливо
Aut(Fn) = Fn ⋋ Sn = {(y, pi) | y ∈ F
n, pi ∈ Sn},
где ⋋ – полупрямое произведение, Sn – симметрическая группа подстановок n координат
векторов из Fn. Группой автоморфизмов Aut(C) произвольного кода C длины n называется
стабилизатор кода C как множества по группе Aut(Fn), т.е.
Aut(C) = {(y, pi) | y + pi(C) = C}.
Группой симметрий кода C называется множество Sym(C) = {pi ∈ Sn | pi(C) = C}. Оче-
видно, что Sym(C) – подгруппа группы Aut(C).
Код C называется транзитивным, если его группа автоморфизмов содержит подгруппу,
действующую транзитивно на всех его кодовых словах. Если эта подгруппа регулярна, т.е. ее
порядок совпадает с мощностью кода, то такой код, следуя [4], называется пропелинейным.
Для транзитивных кодов удобно пользоваться следующим, эквивалентным приведенному
выше, определением: для каждого кодового слова y из C найдется подстановка pi из Sn
такая, что (y, pi) ∈ Aut(C), что означает y+pi(C) = C, где pi может не принадлежать группе
симметрий Sym(C) кода C. Многие классы известных кодов являются транзитивными, см.
обзор результатов, касающихся транзитивных кодов, в параграфе 4 работы [5].
Система троек Штейнера STS(n) порядка n определяется как система сочетаний из
n элементов по три такая, что каждая неупорядоченная пара элементов содержится в точ-
ности в одной тройке. Известно, что совокупность носителей кодовых слов веса 3 в любом
приведенном двоичном совершенном коде C длины n определяет систему троек Штейнера
порядка n. Для кодового слова y кода C через STS(C, y) будем обозначать следующую
систему троек Штейнера {supp(x+ y) : x ∈ C, d(x, y) = 3}. Код C называется гомогенным,
если для любого кодового слова y ∈ C система STS(C, y) изоморфна STS(C, 0n), то есть
найдется подстановка pi ∈ Sn такая, что pi(STS(C, y)) = STS(C, 0
n).
Нетрудно видеть, что всякий транзитивный код является гомогенным.
2 Строение группы вращений кодов Васильева
Ядром Ker(C) кода C называется совокупность его периодов, т.е. кодовых слов x ∈ C таких,
что x+ C = C. Рассмотрим группу вращений Rot(C) и транслятор Tr(C) кода C:
Rot(C) = {pi ∈ Sn | ∃y ∈ C : (pi, y) ∈ Aut(C)},
Tr(C) = {y ∈ C | ∃pi ∈ Sn : (pi, y) ∈ Aut(C)}.
Обозначим через Roty(C) класс смежности в Rot(C), связанный с фиксированным кодовым
словом y ∈ C:
Roty(C) = {pi ∈ Sn | (pi, y) ∈ Aut(C)}.
Ясно, что Roty(C) = ∅ тогда и только тогда, когда y /∈ Tr(C). Имеет место следующее
свойство, связывающее Rot(C) и Tr(C): |Aut(C)| = |Sym(C)| · |Tr(C)| = |Rot(C)| · |Ker(C)|.
Легко показать справедливость следующих утверждений.
Утверждение 1. Для любого двоичного кода C выполняется
Sym(C) ≤ Rot(C) ≤ Sym(Ker(C)).
В работе [6] исследована группа симметрий кодов Васильева. Для получения основно-
го результата данной статьи нам потребуется изучить группу вращений кодов Васильева.
Оказалось, что ряд результатов, справедливых для группы симметрий кодов Васильева,
имеет место для группы вращений. Напомним необходимые определения из [6].
Линейной i-компонентой (далее кратко i-компонентой) Rni будем называть линейную
оболочку троек кода C длины n, содержащих i, i ∈ {1, 2, . . . , n}. Заметим, что в случае кода
Хэмминга длины n, Rni является его подкодом.
Пусть C – произвольный совершенный код длины n, n = 2k − 1, λ : C → {0, 1} –
произвольная функция, удовлетворяющая λ(0n) = 0. Рассмотрим коды Cλ = {(y, λ(y), 0
n) |
y ∈ C} и R2n+1n+1 = {(x, |x|, x) | x ∈ F
n}, где |x| = x1+ . . .+xn( mod 2). Оба кода имеют длину
2n+ 1, код R2n+1n+1 является (n+ 1)-компонентой. Пользуясь кодами Cλ и R
2n+1
n+1 , определим
двоичный совершенный код Васильева [7]:
V λC = Cλ +R
2n+1
n = {(x+ y, |x|+ λ(y), x) | x ∈ F
n, y ∈ C} (1)
длины 2n+ 1.
Заметим, что в силу того, что компонента R2n+1n+1 является подпространством ядра кода
Васильева, то для любого y ∈ V λC и v ∈ R
2n+1
n+1 верны следующие соотношения:
STS(V λC , y) = STS(V
λ
C , y + v), y ∈ Tr(C) тогда и только тогда, когда y + v ∈ Tr(C).
Обозначим через ti транспозицию, переводящую i в i+n+1, i ∈ I, где I = {1, 2, . . . , n}.
Для вектора u ∈ Fn рассмотрим подстановку τu =
∏
i∈supp(u) ti. Обозначим совокупность
всех подстановок, соответствующих Fn, через G, т.е. G = {τu | u ∈ F
n}. Для произвольной
подстановки
pi =
(
1 2 . . . n
pi(1) pi(2) . . . pi(n)
)
подстановка σpi, называемая дубликатором, определяется следующим образом:
σpi =
(
1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 n+ 3 . . . 2n+ 1
pi(1) pi(2) . . . pi(n) n+ 1 pi(1) + n+ 1 pi(2) + n+ 1 . . . pi(n) + n+ 1
)
.
Множество всех дубликаторов обозначается через D, т.е. D = {σpi | pi ∈ Sn}. Стабили-
затор i-ой координаты группы вращений кода C обозначим через Sti(Rot(C)).
Лемма 1. Для любого кода Васильева V λC справедливо Stn+1(Rot(V
λ
C )) ≤ D ⋌G.
Доказательство этой леммы аналогично доказательству предложения 3 из [6], достаточ-
но заменить Sym(V λC ) на Rot(V
λ
C ) и использовать утверждение 1. Нам потребуется также
следующая лемма (см. предложение 4 в работе [6]):
Лемма 2. Для произвольных кода C длины n и определенной выше функции λ выполняется
τu((y, λ(y), 0
n)) = (y, λ(y), 0n) + (y ∗ u, 0, y ∗ u) для любого y ∈ C, где y ∗ u = (y1u1, . . . , ynun).
Теорема 2. Пусть V λC – произвольный код Васильева, z = (y
′, λ(y′), 0n) ∈ V λC . Подста-
новка ρz принадлежит Stn+1(Rotz(V
λ
C )) тогда и только тогда, когда она может быть
представлена композицией ρz = σpiy′ ◦ τu для некоторых piy′ ∈ Roty′(C) и u ∈ F
n таких,
что для любого y ∈ C выполняется соотношение
λ(y′) + λ(y) + λ(y′ + piy′(y)) = u · y, (2)
где u · y – скалярное произведение векторов u и y из Fn.
Заметим, что при y′ = 0 справедливо Stn+1(Roty′(V
λ
C )) = Stn+1(Sym(V
λ
C )), равенство (2)
преобразуется в равенство λ(y) + λ(pi(y)) = u · y (см. определение λ-согласованности в [6]).
Доказательство. Рассмотрим произвольную подстановку ρz ∈ Stn+1(Rotz(V
λ
C )), где z =
(y′, λ(y′), 0n). По лемме 1 имеем ρz = σpiy′ ◦ τu, где u – некоторый вектор F
n, а piy′ некоторая
подстановка из Sn. Покажем, что piy′ ∈ Roty′(C) и для всех y выполнено равенство (2).
Так как z + ρz(V
λ
C ) = V
λ
C , то для любого y ∈ C имеем
(y′, λ(y′), 0n) + σpiy′ ◦ τu(y, λ(y), 0
n) ∈ V λC .
Согласно Лемме 2 и определению дубликатора, имеем σpiy′ ◦ τu(y, λ(y), 0
n) = (piy′(y + u ∗
y), λ(y), piy′(u ∗ y)). Следовательно для всех y ∈ C вектор
(y′, λ(y′), 0n) + σpiy′ ◦ τu(y, λ(y), 0
n) =
(y′, λ(y′), 0n) + (piy′(y), λ(y) + u · y, 0
n) + (piy′(y ∗ u), u · y, piy′(y ∗ u)) =
(y′ + piy′(y), λ(y
′) + λ(y) + u · y, 0n) + (piy′(y ∗ u), u · y, piy′(y ∗ u))
принадлежит V λC . В силу того, что код Васильева V
λ
C представляет собой некоторую сово-
купность классов смежности по компоненте R2n+1n+1 , то прибавление вектора (piy′(y ∗ u), u ·
y, piy′(y ∗ u)), принадлежащего R
2n+1
n+1 , к вектору (y
′ + piy′(y), λ(y
′) + λ(y) + u · y, 0n) никак
не влияет на свойство последнего принадлежать коду V λC для любого y из кода C. Отсюда
заключаем что piy′ принадлежит Roty′(C), а равенство (2) выполняется для всех y.
Заметим, что в работе [8] Д.С.Кротов и В.Н.Потапов предположили, что транзитив-
ные коды ранга n − log(n + 1) + 1 следует искать в классе кодов Васильева с функцией,
удовлетворяющей некоторому равенству, эквивалентному равенству (2), однако объяснения
этому факту приведено не было. Также выполнение равенства (2) при piy′ = id для всех
y, y′ эквивалентно определению квадратичной функции, рассмотренной в той же работе.
Следствие 1. Пусть λ – нелинейная булева функция на коде Хэмминга H. Тогда y′ ∈
Tr(V λH) тогда и только тогда, когда найдутся pi ∈ Sym(H), u ∈ F
n такие, что для всех
y ∈ H выполнено λ(y′) + λ(y) + λ(y′ + piy′(y)) = u · y.
Доказательство. Пусть ρz ∈ Rotz(V
λ
H). Заметим, что код, полученный из V
λ
H удалением
j-й координаты будет линейным тогда и только тогда, когда j = (n+ 1)/2. Следовательно,
рассматривая равенство z+ ρz(V
λ
H) = V
λ
H , приходим к выводу Rotz(V
λ
H) = Stn+1(Rotz(V
λ
H)),
что в силу теоремы 2 дает требуемое.
3 Гомогенные совершенные коды ранга n− log(n+ 1) + 1
В этом разделе докажем существование бесконечной серии гомогенных нетранзитивных
совершенных кодов длины n для каждого допустимого n ≥ 15 ранга n − log(n + 1) + 1.
Построение этих кодов базируется на существовании гомогенных нетранзитивных совер-
шенных кодов длины 15.
Для дальнейшего нам потребуется конструкция системы троек Штейнера Ассмуса и
Маттсона [9] и ее связь с конструкцией Васильева, напомним их. Пусть S является STS(n)
и θ : S → {0, 1} – произвольная булева функция на тройках S. Определим Sθ – систему
STS(2n + 1) следующим образом:
• тройки {i, n + 1, i+ n+ 1} принадлежат Sθ для любого i ∈ {1, . . . , n};
• если θ({i, j, k}) = 0, то тройки {i, j, k}, {i, j + n + 1, k + n + 1}, {k, i + n + 1, j + n +
1}, {j, i + n+ 1, k + n+ 1} принадлежат Sθ;
• если θ({i, j, k}) = 1, то тройки {i+ n+ 1, j + n+ 1, k + n+ 1}, {i, j, k + n+ 1}, {j, k, i +
n+ 1}, {i, j, k + n+ 1} принадлежат Sθ.
Утверждение 2. Пусть C является совершенным кодом, λ : C → {0, 1}, z = (x+ y, |x|, x)
является кодовым словом кода V λC . Тогда STS(V
λ
C , z) есть STS(C, y)
θ, где θ(supp(y+y′)) =
λ(y) + λ(y′), для y′ ∈ C, таких что d(y′, y) = 3.
3.1 Гомогенные нетранзитивные совершенные коды длины 15
Для n = 15 были исследованы все совершенные коды ранга 12, оказалось, что среди них
существует всего два гомогенных нетранзитивных совершенных кода – это коды, обозна-
чаемые V 221 и V 311 согласно классификации С. А. Малюгина [10] двоичных совершенных
кодов длины 15, полученных свитчингами из кода Хэмминга той же длины.
Произвольное кодовое слово x будем задавать его носителем supp(x) = {i|xi = 1}. Пусть
H – код Хэмминга длины 7, порожденный векторами {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {2, 4, 6}.
Код V 221 – код Васильева V λH , см. (1), где λ(0
7) = λ({1, 6, 7}) = λ({1, 3, 5, 7}) = λ(17) = 0,
на остальных кодовых словах кода H значение функции λ равно 1.
Код V 311 – это код Васильева V λH , где λ(0
7) = λ({1, 6, 7}) = λ({2, 4, 6}) = λ({4, 5, 6, 7}) =
0, на прочих кодовых словах кода H значение λ равно 1.
Лемма 3. Коды V 311 и V 221 являются гомогенными.
Доказательство. Заметим, что определенные выше функции λ на коде H7 обладают сле-
дующим свойством: для любого кодового слова y ∈ H7 выполняется |{y′ ∈ H7 : d(y′, y) =
3, λ(y) = λ(y′)}| принимает следующие значения: 1, 2, 5, 6. Принимая во внимание утвер-
ждение 2 покажем, что Sθ изоморфна Sθ
′
, где θ и θ′ – произвольные булевы функции на
системе троек Штейнера S порядка 7 c 1, 2, 5 или 6 нулями.
Вначале докажем утверждение для функций с одним нулем или двумя нулями. Если θ
и θ′ имеют одинаковое число нулей, то в силу 2-транзитивности группы симметрий системы
троек Штейнера порядка 7 (как двоичного кода) найдется подстановка pi, переводящая нули
θ в нули θ′. Тогда подстановка σpi переводит тройки S
θ в тройки Sθ
′
.
Пусть θ имеет один ноль, а θ′ имеет два нуля. В силу сказанного выше, без ограничения
общности все тройки, на которых функции θ и θ′ принимают значение ноль, являются
тройками системы S, которые имеют один общий элемент, скажем i.
Заметим, что тройки {i, j, k}, {i, j + 8, k + 8}, {k, i+ 8, j + 8}, {j, i + 8, k + 8} переходят в
тройки {i+8, j+8, k+8}, {i, j, k+8}, {j, k, i+8}, {i, j, k+8} с помощью транспозиции ti = (i, i+
8). Так как эти совокупности троек есть в точности совокупности, индуцируемые тройкой
{i, j, k} в конструкции Ассмуса и Маттсона при θ({i, j, k}) = 0 или 1, то подстановка (i, i+8)
переводит все тройки Sθ, содержащие i, в тройки Sθ
′
, содержащие i + 8. Следовательно,
ti(S
θ) = Sθ
′
.
Случай когда Sθ является системой троек, где θ принимает 5 или 6 нулей, сводится
к рассмотренному выше случаю с одним или двумя нулями для функции θ с помощью
подстановки τ17 , которая меняет местами координаты i и i + 8 для любого i ∈ {1, . . . , 7}.
При этом система троек τ17(S
θ) получается из S применением функции c одним нулем или
двумя нулями.
Лемма 4. Коды V 311 и V 221 не являются транзитивными.
Доказательство. Напомним, что Rot(H) = Sym(H). Докажем, что для кода V 311 нару-
шается равенство (2), где pi пробегает Sym(H), а y′ = 17. Поскольку λ(17) = 1, условие (2)
преобразуется в следующее
λ(17 + pi(y)) = u · y + λ(y) + 1. (3)
Рассмотрим правую часть (3). Заметим, что равенство u · y = 0 задает гиперпространство
U = {y : y·u = 0} в коде Хэмминга H длины 7, число таких гиперпространств равно числу
ненулевых точек в H, т.е. равно 15. Справедливы следующие случаи:
a) вектор u принадлежит коду H⊥ – ортогональному к коду H;
b) имеем 7 подпространств – i-компонент кода H, i ∈ {1, 2, . . . , 7}, имеющих весовое рас-
пределение, состоящее из нулевого вектора, трех кодовых слов веса 3, трех кодовых слов
веса 4 и единичного кодового слова кода H, например R71 =< {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7} >;
c) имеем 7 подпространств, содержащих нулевой вектор, четыре кодовых слова веса 3 и три
кодовых слова веса 4 кода H, например < {1, 6, 7}, {2, 4, 6}, {4, 5, 6, 7} > .
В случае а) в силу u · y = 0 соотношение (3) примет вид λ(17 + pi(y)) = λ(y) + 1, из
которого следует, что функция λ имеет одинаковое число 0 и 1, что противоречит ее опре-
делению.
В случае b) снова исследуем соотношение (3). Без ограничения общности полагаем,
что R71 ⊂ U . Рассмотрим обе части равенства (3) при y, пробегающих множество кодовых
слов веса 3 в коде H. С одной стороны, 17 + pi(y′) пробегает множество векторов веса 4,
следовательно λ(17 + pi(y′)) равно 0 только в одном случае и 1 в шести. С другой стороны,
λ(y) + 1 будет равно 0 на пяти кодовых словах, 1 – на двух кодовых словах, u · y = 0 для
трех кодовых слов {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}. Следовательно, для кодовых слов y таких, что
λ(y) = 0, должно необходимо выполняться u · y = 0. Аналогичное утверждение получим в
случае, когда y пробегает множество кодовых слов веса 4 в коде H: λ(17 + pi(y)) принимает
значение 0 на двух кодовых словах и 1 на пяти. Другими словами, все нули функции λ(y),
заданные на коде H, должны принадлежать U , т.е. случай b) невозможен.
Для каждого из 7 подпространств в случае c) снова рассмотрим вектор y, пробегающий
множество кодовых слов веса 3 в коде H и убеждаемся, что u · y + λ(y) + 1 будет равно 0
как минимум на двух кодовых словах, в то время как левая часть λ(17 + pi(y)) принимает
значение 0 только на одном кодовом слове и 1 – на шести кодовых словах, противоречие.
Нетранзитивность кода V 221 доказывается аналогично.
4 Бесконечная серия гомогенных нетранзитивных кодов
Покажем, что с помощью конструкции Васильева из гомогенных совершенных кодов можно
получать гомогенные коды большей длины.
Теорема 3. Если C – произвольный гомогенный совершенный код, то код Васильева V λC
при λ ≡ 0 является гомогенным.
Доказательство. Обозначим код Васильева V λC при λ ≡ 0 через V
0
C . Пусть z, z
′ ∈ V 0C .
Рассмотрим две системы STS(V λC , z) = STS(C, y)
0 и STS(V λC , z
′) = STS(C, y′)0, где z = (y+
x, |x|, x), z′ = (y′+x′, |x′|, x′). Пусть pi(STS(C, y)) = STS(C, y′). Тогда несложно видеть, что
дубликатор σpi подстановки pi переводит STS(C, y)
0 в STS(C, y′)0. Действительно, σpi({i, n+
1, i+ n+ 1}) = {pi(i), n + 1, pi(i) + n+ 1}, σpi({i, j, k}) = pi({i, j, k}) ∈ STS(C, y
′), σpi({i+ n+
1, j + n+ 1, k}) = {pi(i), pi(j) + n+ 1, pi(k) + n+ 1} ∈ STS(C, y′)0.
Компоненту Rnj кода Хэмминга H
n длины n назовем протыкающей нули и единицы
функции λ, если Rnj содержит и нули и единицы функции λ.
Рассмотрим булеву функцию λ, определенную на коде Хэмминга Hn длины n. Рекур-
рентно определим функцию λN на коде H
N , положив λn ≡ λ и для y ∈ H
(N−1)/2
λN ((y, 0
(N+1)/2)) +RN(N+1)/2) = λ(N−1)/2(y).
Пусть C – совершенный код длины N , полученный из кода V λHn длины 2n+1 посредством s-
кратного применения конструкции Васильева с нулевой функцией, s = log(N+1)− log(2n+
2) (далее для кода Васильева важно будет указывать, какой длины код Хэмминга и какая
функция использовались для построения этого кода). Тогда верно следующее сведение
Лемма 5. 1. Код C длины N эквивалентен коду Васильева V
λ(N−1)/2
H(N−1)/2
.
2. Если R
(N−1)/2
j протыкает нули и единицы функции λ(N−1)/2, то R
N
j и R
N
j+(N+1)/2
протыкают нули и единицы λN .
Доказательство. 1. Код C длины N имеет ранг на единицу больше, чем ранг кода Хэммин-
га той же длины. Известно, что всякий такой код эквивалентен коду Васильева V
λ(N−1)/2
H
для некоторой функции λ и некоторого кода Хэмминга H длины (N − 1)/2. Однако для
доказательства теоремы 4 нам важно убедиться, что исходный код Хэмминга длины n со-
держится как подкод в коде Хэмминга последней итерации при построении кода C. При
s = 1 имеем N = 4n+ 3 и подстановка
ϕ =
n∏
i=0
(n+ i, 3n + 2 + i, 2n + 2 + i),
являющаяся произведением циклов длины 3, фиксирующая каждую из первых (n − 1)/2
координатных позиций, переводит код V λHn в код C. Для s > 1 аналогичным образом,
используя индукцию по s, можно выписать соответствующую подстановку.
2. Рассмотрим код Хэмминга H(N−1)/2. Пусть j ≤ (N − 1)/2, y ∈ R
(N−1)/2
j . Тогда так
как (y, 0(N+1)/2) ∈ RNj , то функция λN является R
N
j -протыкающей.
Пусть y =
∑
m=1,...,r{im, j, km} ∈ R
(N−1)/2
j . Тогда вектор y
′ = y +
∑
m=1,...,r{km, (N +
1)/2, km + (N +1)/2}+ {j, (N + 1)/2, j + (N + 1)/2} принадлежит компоненте y+R
N
(N+1)/2,
следовательно λN (y
′) = λN (y). С другой стороны, y
′ =
∑
m=1,...,r{im, km+(N+1)/2, j+(N+
1)/2} принадлежит компоненте RNj+(N+1)/2 и следовательно λN содержит и нули и единицы
в компоненте RNj+(N+1)/2, так как обладает таким свойством в R
N
j .
Теорема 4. Пусть λ – нелинейная функция, протыкающая компоненты, число нулей и
единиц λ различны. Тогда Tr(V λN
HN
) = Tr(V
λ(N−1)/2
H(N−1)/2
) +RN(N+1)/2.
Доказательство. В силу определения, функция λN не является линейной, следователь-
но cогласно Следствию 1 для выполнения y′ ∈ Tr(V λN
HN
) необходимо и достаточно, чтобы
нашлись подстановка pi ∈ SN и вектор u ∈ F
N для любого y ∈ HN такие, что
λN (y
′ + piy′(y)) = λN (y
′) + λN (y) + u · y. (4)
Рассмотрим линейное пространство L = R2n+1n+1 +R
4n+3
2n+2 + . . .+R
N
(N+1)/2. Заметим, что L
также может быть представлено как следующая линейная оболочка компонент (равенство
пространств легко показывается взаимным включением друг в друга с учетом определения
i-компонент):
L = 〈RNn+1, R
N
2n+2, . . . R
N
(N+1)/2〉. (5)
Пространство U = {y ∈ HN : u· y = 0} либо совпадает с кодом Хэмминга HN , либо
является его гиперплоскостью, то есть подпространством на единицу меньшей размерности.
Заметим, что всякая гиперплоскость кода Хэмминга HN пересекается с любым линейным
подкодом кода HN либо по половине его векторов, либо является его надпространством.
Отсюда имеем следующие случаи:
1. |U ∩ L| = |L|/2;
2. L ⊂ {y ∈ HN : u· y = 0}.
Случай 1. Пусть |U ∩L| = |L|/2. Если y пробегает произвольный класс смежности a+L
по подкоду L в равенстве (4) тогда, так как λN постоянна на L и, следовательно постоянна
на любом классе смежности по подкоду L, левая часть равенства (4) принимает ровно
половину нулей и единиц для класса смежности a + L. Таким образом, функция λ имеет
одинаковое число нулей и единиц на коде C = V
λ(N−1)/2
H(N−1)/2
. Противоречие.
Случай 2. Пусть L ⊂ U . Тогда любой класс смежности a + L является подмножеством
U или не пересекается с ним. Рассмотрим равенство (4) при условии, что y пробегает класс
смежности pi−1y′ (y
′) +RNi , где i кратно n+ 1. В силу равенства (5) и условия L ⊂ U , имеем
λN (piy′(R
N
i )) = λN (R
N
piy′(i)
) = λN (pi
−1
y′ (y
′)) + λN (y
′) + u · pi−1y′ (y
′).
Другими словами, λN принимает постоянные значения на R
N
piy′(i)
.
Заметим, что в силу леммы 5, компонента RNj протыкает нули и единицы функции λN
тогда и только тогда, когда j не кратно (n + 1). Отсюда заключаем, что piy′({1 ≤ j ≤ N :
j ≡ 0(mod(n+1))}) = ({1 ≤ j ≤ N : j ≡ 0(mod(n+1))}), так как в противном случае λN не
будет постоянной на R
pi(i)
N .
Итак, учитывая равенство (5), получаем pi(L) = L. Поскольку код C разбивается на
классы смежности по L, представителями которого являются кодовые слова Hn, то подста-
новка pi переставляет эти классы смежности по L.
Рассмотрим представителей классов смежности по L, являющихся кодовыми словами
веса 3 кода Hn. Заметим, что в классе смежности a+ L существуют векторы веса 3 тогда
и только тогда, когда вектор a имеет вес 3. Таким образом подстановка piy′ переставляет
классы смежности {i, j, k} + L, где {i, j, k} ∈ Hn. Другими словами, найдется подстановка
σy′ из группы симметрий системы троек Штейнера кода H
n такая, что
piy′({i, j, k} + L) = σy′({i, j, k}) + L.
Откуда в силу того, что группа симметрий кода Хэмминга совпадает с группой симмет-
рий его системы троек Штейнера, заключаем, что piy′(y+L) = σy′(y)+L для любого y ∈ H
n.
Тогда выполняется последовательность равенств: λN (y
′+piy′(y+L)) = λN (y
′+σy′(y)+L) =
λ(y′ + σy′(y)).
Отсюда, подставляя y и y′ из Hn в равенство (4) и предполагая, что u = (u′, u′′), где
u′ ∈ Fn, u′′ ∈ FN−n, получим
λ(y′ + σy′(y)) = λ(y) + λ(y
′) + u′ · y,
что влечет y′ ∈ Tr(V λHn) согласно Теореме 2.
Из теоремы 4, лемм 3 и 4 получаем основной результат данной работы.
Теорема 5. Для любого n ≥ 15 существуют двоичные совершенные гомогенные коды дли-
ны n, не являющиеся транзитивными.
Замечания. Заметим, что для кодов Моллара имеет место теорема, аналогичная теоре-
ме 3 (см., например, определение кода Моллара в [5]). Коды Моллара являются обобщением
кодов Васильева, теорема несложно доказывается с учетом строения системы троек Штей-
нера кода Моллара, которая подробно описана, например, в работе [11].
Теорема 6. Если C – произвольный гомогенный совершенный код длины m, H – код Хэм-
минга длины r, то код Моллара M(C,H) длины mr+m+r при f ≡ 0 является гомогенным.
Таким образом, гомогенные совершенные коды можно строить, используя конструкцию
Моллара, хотя следует отметить, что технически осуществить это будет существенно слож-
нее изложенного выше.
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